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LINJER OCH CIRKLAR SOM SKAR VARANDRA - ELLER INTE

JANA MADJAROVA, MV, CHALMERS/GU

Det "normala" ar att tva linjer i planet skir varandra. Men, nar gar tre linjer
genom en punkt? Eller tre cirklar? Eller tva cirklar och en linje? Vi ska titta pa
nagra exempel som &r kopplade till triangeln och ge forslag pa riktningar man kan
folja om man vill ga vidare.

Alltsa, givet ar en godtycklig triangel.

DEFINITION 1. Median kallas en stracka som sammanbinder ett av triangelns horn
med motstaende sidas mittpunkt.

DEFINITION 2. Mittpunktsnormal till en stricka kallas den rata linjen som gar
genom strackans mittpunkt och ar vinkelrat mot strackan.

DEFINITION 3. Bisektris till en vinkel kallas den réta linjen som gar genom vinkelns
spets och delar den i tva lika stora vinklar.

DEFINITION 4. Hdjd kallas en stricka som gar fran ett av triangelns horn till linjen
som innehaller den motstaende sidan och som ar vinkelrdt mot den linjen.

Mittpunktsnormalen till en stracka bestar av alla punkter som befinner sig pa lika
avstand fran strackans bada dndpunkter.

Bisektrisen till en vinkel bestar av alla punkter som befinner sig pa lika avstand
till vinkelns bada axlar.

SATS 1. De tre medianerna i en triangel skir varandra i en punkt.

Bevis. Lat ABC vara en triangel, och beteckna med A;, By resp. C7 mittpunkterna
pa sidorna BC,CA resp. AB. Trianglarna ABC och C1BA; ér likformiga (sida-
vinkel-sida). Striackan A;C; ar parallell med AC' (enligt omvéndningen till topp-
triangelsatsen), och hélften sa lang, eftersom A;Cy : CA = BA; : BC =1 : 2.
(Alternativt kan man anvinda omvéndningen till transversalsatsen.) Beteckna med
T punkten i vilken medianerna AA; och CC} skir varandra. Trianglarna AT'C och
A,TCy ar nu likformiga, enligt topptriangelsatsen, och AT : A\/T = CT : C, : T =
AC : A;Cy = 2 : 1. Det innebér att punkten 7" delar var och en av de tva medianerna
i forhallande 2 : 1, rdknat fran hornet. Det foljer att T dven ligger pa den tredje
medianen (varfor?).



De tre medianernas skiarningspunkt 7" kallas for triangelns tyngdpunkt.

SATS 2. De tre mittpunktsnormalerna till sidorna i en triangel skér varandra i en
punkt.

BEvis. Beteckna med O punkten i vilken mittpunktsnormalerna till AB och BC
skir varandra. Det foljer att OA = OB, och OB = OC'. Da giller att OA = OC,
d.v.s. O ligger &ven pa mittpunktsnormalen till sidan C'A.

De tre mittpunktsnormalernas skirningspunkt O befinner sig alltsa pa lika avstand
fran triangelns tre horn. Den &dr ddrmed medelpunkt for triangelns omskrivna cirkel,
d.v.s. den cirkel som gar genom triangelns tre horn. (I beviset ovan har vi visat att
en sadan cirkel existerar.)

SATS 3. De tre bisektriserna till vinklarna i en triangel skiar varandra i en punkt.

BEvIS. Analogt med foregaende. Skarningspunkten I befinner sig pa lika avstand
till triangelns tre sidor, och ar medelpunkt for den inskrivna cirkeln, d.v.s. den cirkel
som tangerar triangelns alla tre sidor.

SATS 4. De tre hojderna i en triangel skir varandra i en punkt.

BEVIS. Dra linjer genom vart och ett av triangelns tre horn, parallellt med mot-
staende sida. Dessa linjer skir varandra i tre punkter som &r hérn till en triangel
som &r likformig med den givna, och som har dubbelt sa langa sidor. Hojderna i den
ursprungliga triangeln ar mittpunktsnormaler i den nya. Darmed skér de varandra i
en punkt.



DEN SPANNANDE FORTSATTNINGEN!

(1) (Ldtt) Hur ser bilden ut for olika typer av trianglar - spetsig? rétvinklig?
trubbig? likbent? liksidig?

(2) (Medelsvir) Vad kan du siga om strickorna fran ett av triangelns horn till de
bada punkter i vilka den inskrivna cirkeln tangerar sidorna fran det hérnet?

(3) (Medelsvar) Ar alla fyrhorningar in- resp. omskrivna?
(4) (Svar) Kan du karakterisera alla in- resp. omskrivna fyrhérningar?
(5) (Medelsvart) Vidskrivna cirklar.

(6) (Medelsvart) Formler for triangelns area som involverar den inskrivna och de
vidskrivna cirklarnas radier och triangelns halvperimeter.

(7) (Medelsvart - svirt) Visa att linjen en bisektris ligger pa och mittpunktsnor-
malen till den motstaende sidan skidr varandra pa den omskrivna cirkeln. Skér-
ningspunkten (som man ibland refererar till som "superpunkten") férekommer i
manga intressanta problem.

(8) (Avancerat) Givet tre punkter pa var sin sida av triangeln (ej horn), nér kommer
strickorna fran hornen till de givna punkterna pa respektive motstaende sida att skéra
varandra i en punkt? Menelaos och Cevas satser. (Bisektrissatsen dr bra att kunna.)

(9) (Avancerat) Givet tre punkter pa var sin sida av triangeln (ej hérn), nér kommer
normalerna till respektive sida i dessa punkter att skéira varandra i en punkt? Carnots
sats.

(10) (Awvancerat) 1 bevisen ovan, hur vet man att tvd av de involverade stréckor-
na/linjerna skir varandra? (De behover inte gora det i icke-euklidisk geometri. )

ANALOGTI (LIKHET, OVERENSSTAMMELSE): Triangelns motsvarighet i rymdgeo-
metrin ar tetraedern, en pyramid med fyra horn, fyra sidor och sex kanter. Manga
(men inte alla!l) av triangelns egenskaper ar sanna éven for tetraedern, forutsatt att
man "Oversatter" begreppen réitt. Vad ar motsvarigheterna till medianer, bisektriser,
hojder etc for en tetraeder? Vilka av (de omformulerade) satserna 1-4 dr sanna
for en tetraeder? Vilken tetraeder skulle man kunna kalla "rétvinklig"? Vad skulle
motsvarigheten till Pythagoras sats vara for en sadan tetraeder?



Vilket / vilka av bevisen nedan behover kompletteras, och hur?

PROBLEM. Givet ar en spetsig triangel. Pa tva av dess sidor ritas cirklar med
dessa sidor som diametrar. Visa att de tva cirklarnas (andra) skidrningspunkt ligger
pa triangelns tredje sida.

BEvis 1. Antag att cirklarnas diametrar dr sidorna BC' och C'A. Lat P vara

de tva cirklarnas (andra) skirningspunkt. Av randvinkelsatsen foljer att LZAPC =
/ZBPC =90°, vilket ger att ZAPB = 180°, d.v.s. P ligger pa sidan AB.

BEVIS 2. Antag att cirklarnas diametrar dr sidorna BC' och C'A. Lat P vara
punkten i vilken en av cirklarna, sdg den med diameter C'A, skir sidan AB. Enligt
randvinkelsatsen ar da ZAPC rat. Det foljer att ZBPC ocksa ar rat, vilket betyder
att P maste ligga pa den andra cirkeln ocksa.

BEvis 3. Antag att cirklarnas diametrar ar sidorna BC och C'A. Lat P vara
fotpunkten till héjden fran C' (d.v.s. P € AB). Da ér vinklarna ZAPC och ZBPC
rata, vilket innebér att P maste ligga pa bada cirklarna.

FRAGA. Vad hiander om triangeln inte ar spetsig?

RYMDPROBLEM. En tetraeder dr sadan att om man klipper upp den langs kanterna
som utgar fran ett av dess horn och viker ner sidorna, sa far man en kvadrat med
sidlangd a. Berdkna tetraederns volym.



