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GEOMETRI

CIRKLAR, KORDOR OCH TANGENTER, VINKLAR ... OCH ANNAT

JANA MADJAROVA, MV, CHALMERS/GU

Det kan ofta vara intressant att veta om tva strackor ar lika langa, eller om tva
vinklar &r lika stora. For att bevisa likhet mellan striackor och/eller vinklar kan
man t.ex. anvianda sig av kongruens eller likformighet. Men, det visar sig att man
far mycket "gratis" om det finns en cirkel inblandad! Arets tema dr inskrivna och
omskrivna vinklar och manghdrningar.

Alltsa, givet &r en cirkel.

DEFINITION 1. En cirkel & méangden av alla punkter i planet som befinner sig
pa ett givet avstand (cirkelns radie) fran en given punkt (cirkelns madelpunkt eller
centrum,).

Notera att cirkeln ar en kurva. Vill man istéllet referera till den plana figur vars
rand ar en cirkel, talar om man om en cirkelskiva. Ordet radie anviands savél for
striackorna mellan medelpunkten och punkterna pa cirkeln som for deras gemensamma,
lingd. Varje cirkel ar en s.k. enkel sluten kurva som delar planet i en inre och en
yttre del (i férhallande till cirkeln).

DEFINITION 2. Korda till en cirkel kallas en stricka som har bada sina andpunkter
pa cirkeln.

DEFINITION 3. Tangent till en cirkel kallas en rit linje som har exakt en punkt
gemensam med cirkeln.

Vi ska forst formulera nagra mer eller mindre "uppenbara" pastaenden om cirklar
och deras eventuella gemensamma punkter med rata linjer.

SATS 1. En cirkelskiva &r en konvex méngd.
SATS 2. En cirkel och en rét linje kan inte ha fler 4n tva gemensamma punkter.

SATS 3. Givet en cirkel och en rat linje som har punkten 7" gemensam géller att
linjen ar tangent till cirkeln om och endast om den &r vinkelrdt mot radien i 7.

"Om och endast om" (omm) ovan betyder att det egentligen handlar om tva satser:
ur det forsta pastaendet foljer det andra och omvént. Man kan ocksa sidga att pastaen-
dena ar ekvivalenta, eller att det ena &r sant exakt nar det andra ar sant.
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SATS 4. De tva tangenterna till en cirkel fran en punkt utanfor cirkeln ar lika langa
(d.v.s. stridckorna fran den punkten till respektive tangeringspunkt ar lika langa).

BEVISIDE. Anvédnd basvinkelsatsen och dess omvéandning.

DEFINITION 4. En vinkel med spets i cirkelns medelpunkt kallas fér medelpunk-
tsvinkel.

DEFINITION 5. En vinkel med spets pa cirkeln och axlar inuti cirkeln kallas for
randvinkel (eller periferivinkel, bagvinkel).

SATS 5. (RANDVINKELSATSEN) En randvinkel pa en cirkelbage ér hélften sa stor
som medelpunktsvinkeln som star pa samma cirkelbage.

FOLJDSATS. Alla randvinklar som star pa en och samma bage ar lika stora.

BEVis (skiss; OBS! KRAVER ATT MAN KAN BASVINKELSATSEN OCH YTTER-
VINKELSATSEN). Betrakta forst en randvinkel vars ena axel gar genom medelpunk-
ten; anvand basvinkelsatsen och yttervinkelsatsen for att visa pastaendet. For en
godtycklig randvinkel far man resultatet genom addition eller subtraktion av tva
vinklar av ovanstaende specialtyp.

SATS 6. (KORDA-TANGENTSATSEN) Vinkeln mellan tangenten till en cirkel och en
korda genom tangeringspunkten ar lika med randvinkeln pa bagen mellan kordans
bada dndpunkter, med spets pa andra sidan kordan (gentemot tangenten).

BEVISIDE. Forsok hitta ett sdtt att hantera beviset som liknar beviset av rand-
vinkelsatsen.



ATT DISKUTERA:

(1) Ar alla fyrhorningar in- resp. omskrivna?
(2) Kan du karakterisera alla in- resp. omskrivna fyrhérningar?

(3) Hur stor ar en randvinkel som star pa en halveirkel? Foljer det direkt ur beviset
av randvinkelsatsen?

(4) En réatvinklig triangel har hypotenusa med lingden 8 cm och hojd mot hy-
potenusan med ldngden 5 cm. Hur stor &r triangelns area?

(5) En ratvinklig triangel har kateter med langderna a och b och hypotenusa med
langden c¢. Hur lang &r medianen mot hypotenusan? (Median kallas strickan som
sammanbibder ett horn i triangeln med motstaende sidas mittpunkt.)

(6) I en triangel med sidlangderna a,b, ¢ (|BC| = a, etc) har medianen mot sidan

AB langden % Kan man bestdmma hur stor vinkeln ar vid hornet C?

MER ATT DISKUTERA:

(7) Vad betyder det att strickor &r lika langa? Vad ar langd?
(8) Vad betyder det att vinklar dr lika stora? Vad dr vinkelstorlek?

(9) Hur méter man striackor och vinklar? Vad finns det for enheter man kan méta
dem i? Vad ser du for for- och nackdelar med de olika enheterna? Kan du se nagon
principiell skillnad mellan métning av striackor och métning av vinklar?

(10) Vad &r en striacka? Vad &r en vinkel?
(11) Vad betyder "pa samma sida som/pa andra sidan"?

(12) Ar omvindningarna till satserna ovan sanna? Om ja, hur kan man bevisa
dem? Om nej, varfor inte?

(13) Vad &r omvéndningen till en sats? Hur later Pythagoras’ sats och dess
omvandning?

(14) En triangel har sidlangderna 3, 4, och 5 langdenheter. Kan man dra slutsatsen
att det ar en rdtvinklig triangel? Om ja, vilken sats ska man hénvisa till?

MER ROLIGT OCH NYTTIGT ATT TITTA PA:

15) “Power of a point”.
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18) Niopunktscirkeln (Feuerbachs cirkel, Eulers cirkel).

(15)

(16) Ptolemaios’ sats.
(17) Pascals sats.
(18)



Vilket / vilka av bevisen nedan behéver kompletteras, och hur?

PROBLEM. Givet ar en spetsig triangel. Pa tva av dess sidor ritas cirklar med
dessa sidor som diametrar. Visa att de tva cirklarnas (andra) skirningspunkt ligger
pa triangelns tredje sida.

BEvis 1. Antag att cirklarnas diametrar ar sidorna BC' och C'A. Lat P vara
de tva cirklarnas (andra) skdrningspunkt. Av randvinkelsatsen foljer att LZAPC =

ZBPC =90°, vilket ger att ZAPB = 180°, d.v.s. P ligger pa sidan AB.

BEvis 2. Antag att cirklarnas diametrar ar sidorna BC' och C'A. Lat P vara
punkten i vilken en av cirklarna, sdg den med diameter C'A, skir sidan AB. Enligt
randvinkelsatsen dr da ZAPC rat. Det foljer att ZBPC' ocksa ér rat, vilket betyder
att P maste ligga pa den andra cirkeln ocksa.

BEvIis 3. Antag att cirklarnas diametrar ar sidorna BC' och CA. Lat P vara
fotpunkten till héjden fran C' (d.v.s. P € AB). Da &r vinklarna ZAPC och ZBPC
rata, vilket innebéar att P maéste ligga pa bada cirklarna (enligt 7).

FRAGA. Vad hiander om triangeln inte ar spetsig?

RYMDPROBLEM. En tetraeder dr sadan att om man klipper upp den langs kanterna
som utgar fran ett av dess horn och viker ner sidorna, sa far man en kvadrat med
sidlangd a. Berdkna tetraederns volym.

PROBLEMLOSNINGSSTRATEGIER

Kan du identifiera nagra problemlosningsstrategier som anvénds i bevisen och i
problemens l6sningar?



